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Abstract. A strictly stationary and strongly or uniformly mi-
xing sequence of random variables (&,), n = 0, is considered. There
are given estimates of even moments for partial sums of Marcinkie-
wicz-Zygmund type and an exponential inequality for the case of a
geometrically uniformly mixing random sequence.

Let F, be the empirical repartition function of the sequence (&,)
and F its repartition function. There is, moreover, given, for the
multidimensional case, a weak invariance principle. A stationary
sequence Y, of Gaussian processes such that

1
F,~F)=Y|>2bn"%)<bn™® with am ———r
P(s;pl\/—r;( =B ZbnT) <bn7t with an

is constructed.

For the estimate of the Prohorov distance a calculus of
oscillations and a multidimensional central limit theorem were
applied.

INTRODUCTION

L’objet de ce travail est 'étude de variables aléatoires formant une suite
strictement stationnaire et fortement mélangeante (resp. @p-mélangeante).

Nos motivations sont d’ordre statistique car d’'importants modéles de pro-
cessus mélangeants y sont utilisé; par exemple un processus A. R. M. A. est
fortement mélangeant de méme qu'un processus markovien Doeblin
récurrent est @-mélangeant, des exemples de tels modéles sont des suites
m-dépendantes ou des processus autorégressifs dont la fonction de régression
est bornée et le bruit blanc domine la mesure de Lebesgue. L'objet de ce
travail est de faire des statistiques non paramétriques sur de tels modéles;
nous commengons par utiliser 'approche de Bickel et Rosenblatt [1], c’est
pourquoi le résultat essentiel de cet article est un principe d’invariance faible

~

portant sur la fonction de répartition empirique. Pour aboutir 4 un tel
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‘résultat nous montrons d’abord, pour nous forger des outils, des inégalités de
Marcinkiewicz-Zygmund, nous tirons dans un cas particulier une inégalité
exponentielle de ces inégalités qui permettent d’évaluer les moments de
sommes de variables aléatoires mélangeantes; nous donnons d’autres applica-
tions de ces inégalités dans [8].

Revenons a présent a Fobjet central de cette étude. Soit (£);»0 une suite
de variables aléatoires strictement stationnaire & valeurs dans R® dont la
fonction de répartition F est continue sur R?; nous posons

1 n
g (&) = l{akq}—F(t) et  X,()= _nkzl g:(&), teR,

ol < désigne Pordre 1éxicographique sur RY.
Nous supposerons aussi des conditions réalisées pour que les séries

I'(s, 1) =Eg,(£o)gs(So)+ Z E(9,(20)gs(&)+9:(E0) 9. (&), s, teR,
k=1

convergent. Un principe d’invariance sur la fonction de répartition empirique
est donné par une suite de réalisations, Y, (), du processus gaussien Y(z),
centré et de covariance I, continu; cette suite vérifie la condition que la
variable aléatoire Sup|X,(t)— Y,(¢)] est petite en un certain sens.

t

Le fait pour cette variable aléatoire d’€tre petit presque siirement est
appelé principe fort tandis quun principe faible est associé a la convergence
en probabilité. Contrairement a ce qui se passe dans le cas indépendant [11],
les résultats connus dans le cas mélangeant conduisent a4 des vitesses de
convergence logarithmique [14] et ne semblent pas exploitables directement.
De plus, les principes forts faisant appel au lemme de Borel-Cantelli excluent
d’avoir une idée des constantes, contrairement a ce qui se passe pour des
principes faibles. Pour montrer ce principe d’invariance faible, nous
décomposons le probléme en I'étude des oscillations des processus a Paide de
- méthodes développées a partir de celles exposées par Billingsley [2] pour le
processus empirique et Dudley-Fernique [13] pour le processus gaussien et
d’autre part I'étude du comportement des répartitions finies. Cette étude,
basée sur des idées de Yurinskii [19], dans le cas indépendant est développée
par [8] et améliorée par [7] dans le cas mélangeant; un travail similaire a
€té mené par Dehling dans [5]. Nous verrons dans les Préliminaires que ces
éléments conduisent & I'évaluation d’une distance de Prohorov qui, aprés une
reconstruction de processus, donne lieu & un principe d’invariance faible. La
nouveauté de ce travail réside essentiellement dans I'usage d’un théoréme de
limite centrale dans la vitesse duquel apparait explicitement la dimension;
cela est possible grice a Pemploi d’inégalités de moments convenables
développées ici. Ces inégalités de moments sont de nature différente de celles
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montrées dans [10] et [17], dans des cas mélangeants, elles sont par contre
du type de celles de [12] dans le cas indépendant.

TueEoreME 1. Soit (&,),»¢ une suite de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (2, o, P) assez riche pour qu'existe une variable aléatoire
uniforme sur [0, 1] indépendante de la suite (£,), a valeurs dans R et
strictement stationnaire. Alors on peut construire sur le méme espace
probabilisé des versions Y,(t) du processus gaussien Y (t) qui vérifient

P(sup|X,()— Y, (1) = Cn “(logn)°) < Cn™“(log n)°.
te
Sous les hypothéses:

(a) La suite (£,)pzo est fortement mélangeante et il existe 0 <d <l et p
entier, 0 < b < %, tels que

Y kP20l <0 et o = O(RDCITIM);

k>s
alors

1
2>

I

a=(p—d-B[{prc —5)~d])/(2p+ 1) e e
B = 1+ (8/5d)((p—d)/(2p+ 1) +(b~1)/12)
1+ (8/5d)((p(1—06)—d)/(2p+ 1)

(b) La suite (£,),2 0 est uniformément mélangeante et il existe 1 <b <% et
p entier tels que

2p—2 .12 3 _
Z k<P ka/ < o et O = O(k( 4y (1 1/;,)),
k=0

quand k — co. Alors

20— ot
3(5d2p+rfp—d+8) © T2

(©) La suite (£).>0 est géométriqguement @-mélangeante, Cest-a-dire
quil existe des constantes u > 0,0 <v <1, telles que ¢, < uv. Alors a =
1/3(5d+4),e=1.

Remarque. Dans le cas (b) nous pouvons écrire la vitesse de conver-

gence en fonction de celle du me]ange si @, =0(n"""% pour tout ¢>0,
alors

_ 4r(r+2—4d)
" 3@r+3)(r(Sd+4)+4d+8)

Une expression analogue peut €tre déterminée dans le cas (a), toutefois
cette expression étant ici fort complexe, nous ne FPindiquerons pas.

Dans tous les cas, la valeur limite de a est 1/(3(5d+4)) lorsque b — 0,
6—0,p— .
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I. PRELIMINAIRES

Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer le théoréme 1 dans le
cas ol les v.a. (¢,) admettent d marginales uniformes sur [0, 1] comme le
montre un résultat de Wichura [16].

De plus, le théoréme de Strassen [15] permet de ramener notre.

-~

probléme & un probléme de distance de Prohorov entre lois de processus:
TrEOREME L.1. Soit (S, 6) un espace polonais muni de sa métrique o et de
sa tribu borélienne <. Si g, (P, Q) désigne la distance de Prohorov des lois P et
Q sur (S, &) muni de la distance o, les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes:
@) o,(P, Q) <a. ,
(ii) Il existe une loi R, sur (S%, &?), de marginales P et Q qui vérifie:

R({(s, neS%0(s, 1) > a}) <a.

Nous utilisons aussi [9]:

TueoremE L.2. Soit (@2, o/, P) un espace probabilisé et soit X une v.a. a
valeurs dans T'espace polonais (S, &) tels qu’il existe une v.a. uniforme sur [0, 1]
indépendante de X. Alors, si une loi sur (S*, %) admet la loi de X pour
premiére marginale, on peut construire sur (Q, o, P) une v.a. Y telle que la loi
de (X, Y) soit R. _

Ainsi, pour démontrer le théoréme 1.1, nous- évaluerons la distance de
Prohorov g;(Px,, R), ot R désigne la loi du processus gaussien Y, de
I'énoncé; les processus considérés sont des v.a. 4 valeurs dans I'espace de
Skohorod D ([0, 119 (rendu polonais par sa métrique d) lorsque les margina-
les de &, sont uniformes sur [0, 1].

Notre évaluation de cette distance de Prohorov repose sur le lemme qui
suit. Rappelons qu'un §-réseau, T, d’'un espace métrique (S, o) est une partie
de cet espace telle que la distance de deux points distincts est supérieure a &
et telle que les boules centrées sur T et de rayon 6 recouvrent S.

Nous notons ||| la norme du sup sur R*, g, la distance de Prohorov
relative a la distance ¢ et IT; la projection canonique D ([0, 1]%) — R* définie
par Iz (x) = (x(2);te T)

LemMme L1. Soient X et Y deux va. sw (Q, o, P) a valeurs dans
D([0,1]% et T={t,, ..., t} un -réseau de ([0, 11%, ||-|). Si ey désigne pour
une v.a. valeurs dans D([0, 11%), ey (8) = Inf {&¢ > 0; P(wy(d) > ¢) <&} (wy est
Poscillation de U):

0a(Px, Py) < &x(0)+0y(8)+oy. (Pxo Iz, Pyo 117"
Remarque I. 1. Si |-| désigne Ia norme euclidienne de R*, notons que

Qi S @, aussi la distance de Prohorov évaluée au § III est-elle un
majorant de celle de ce lemme.
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Démonstration. Supposons gy ., (Px, 7! " Pro Iy 1y < «. Le théoréme
de Strassen [15] permet de construire une loi §, sur R* x R, de marginales:
Py II7" et Py I17* telle que O ({(x, y); max {|x;—y,, i =1, Lk} > a}) <o
On montre alors dans (7) qu’il existe une loi @, sur D x D, de margmales les
lois de X et Yet dont la projection canonique sur R* x R* est (. Ainsi, nous
obtenons:

Q({r, :d(x, y) > ex (0)+ey (O)+a}) < Q({(x, y); W, (8) > ex(8)})+
+Q({(x, y);wy (0) > &y (0)})+ O ({(x, y);max {|x(t)—y (@), i =1, ..., k} > a).
On voit ainsi que g;(Pyx, Py) < ex(5) +&y(6) +a.

II. MOMENTS D’UNE SOMME DE V. A MELANGEANTES

Nous donnons ici une généralisation des inégalités de Marcinkiewicz-
Zygmund ([12] et [18]) au cas de v.a. mélangeantes. Les résultats obtenus
sont basés sur une méthode donnée par Billingsley ([2], p. 195) dans le cas
d’'un moment d’ordre 4 et développé par Yokoyama [17]. Notre étude donne
de meilleures évaluations que [17], dans le cas de moments d’ordre 2p (pe N)
d’'une somme de v.a. mélangeante ainsi que nous le montrons dans [8].

D’autres études donnant des majorations du moment E(S,)? ont déja été
faites & partir d’'une méthode donnée par Doob ([6], p. 225), ainsi Ibragimov
[10] donne une majoration de l'ordre de n?? sous une hypothése de mélange
plus faible que la nétre: X ¢}'? < o0 au lieu de X (i+1)?" 2! < 0.

Toutefois la suite de ce travail montre que nos megahtes sont plus
adaptées aux cas qui nous intéressent (§.IV et [8]). De plus, notre méthode
permet de lever 'hypothése de stationnarité.

1. Variables ¢-mélangeantes.
Définition IL1 [10]. Soit (X,),», une suite de variables aléatoires.
Elle est dite @-mélangeante si

9« = Sup{|P(4/B)— P(A)/Be My, Ac M3y, 0> 0} =30,

ol M=0(X;,..,X)si 0<i<j<

ProposiTioN I1.1 [10]. Si Y et Z sont respectivement mesurables par
rapport a My et My, alors

1 1
[EYZ-EYEZ| <2||Y|l,l|Zll, 0i’® sip,g=1let =+-=1.
P q

"Notations. On note
fa/2]

_ Y Xy B,0)= Y (+IFeh  Ny= 3 rM,
i=1

i=0 i=1
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ou [ -] désigne la partie entiére d’un nombre réel et M est un nombre précisé
dans la suite. Enfin a v b et a A b représentent le maximum et le minimum
de a et b et a(b, ¢) =[b/2] A [¢/2].
TuroreME IL1. Soit (X,),n une suite centrée de v.a. @-mélangeantes
vérifiant:
i) V=0 |X, < 1ps.
({i) Vn=20 EX2< M.

(iii) 3ge N, q > 2, tel que ®,_,(3) < 0.
fa/2]
Alors |[ESY < K(o, q) Z n' M, oi K (¢, q) est une constante polynomiale

e (Do), ..., Py-2) donit les coefficients ne dépendent que de q.
Démonstration. Par récurrence, nous montrons que Vq 3K:
[g/2]
(H,) q! Y EX,... X, | <K, Y n*MF,

L0SipS ... Sig_q<n k=1

Le résultat suivra, étant donné que |ESY < (membre de gauche de
I'inégalité). L'inégalité (H,) suit de la proposition II.2.

Afin de conduire un raisonnement par récurrence, nous aurons le besoin
de la

Remarque IL1. N,(n) N.(n) < a(b,c) Ny+.(n).

L’idée essentielle de la démonstration des résultats de cette partie est de
faire intervenir r, = max {r,;t =1, ..., g—1} ou r, = i,—i,_ 1, qui est 'espace-
ment maximal de deux termes. Supposons, donc, (H,) démontrée pour k < g,
la somme a évaluer s’écrit g! Z T, o E, désigne I'ensemble des suites

icEy,
croissantes de [0, g—1] dans [1, n]. Soit E,, la partie de E, telle que r, soit
maximal, si i est dans E,;:

<[EX;,...X;, [EX;. |+2¢;/* M

ip—1 ‘q 1
(Prop. IL.1).

Pour évaluer le cardinal de {zeE,,,,, T, = r1 nous remarquons que cet
ensemble est déterminé par la donnée de i, et celle de ry, ..., Py q, The1s
.., ¥q—1 qui sont inférieurs 4 r; ce cardinal est plus petit que n(r+1)‘1"_2.
Ainsi

Y oi2<n Y (r+1)02 0l = ng,-,(1/2).
ieE"h r=1

De plus, le premier membre de I'inégalité est majoré par Phypothése de
récurrence par (K, N, (n)/h)(K,-4 N, ,(m/(g—h)); la remarque IL.1 montre
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que ¢! Y T <K N, (n) si
ik,
q-—2
K,=1{q""q ¢;-2(1/2} v {3 ath,q—h) C'KyK,-p)}.
h=2
TuroreME I1.2. Soit (X,),y une suite de v.a. @-mélangeante et cenirée
telle qu’il existe un nombre entier q supérieur ou égal a 2 vérifiant, pour tout
entier h compris entre 2 et q,

1
Mh = sup {”Xn“h: nz= 0} < 00 et @hmz (_};) < 00.

Alors

/21
[ESY < K'(9, q) Z nM{_ 342,
i=1

ou K'(¢, q) est une constante polynomiale en ($o(1/2), ..., @,-,(1/q)) dont les
coefficients dépendent seulement de g, vérifiant

’ 1\ -t . h q_h , ) .
K(p.9 <9 ®ys(, ]+ T Min(|5]| 5| ) 00K (0 =R
h=1 .

[a/2] ;
LemMme IL.1. Posant Fo(n) = Y, 0’ M§_,;. 5,

F,Fy < Min([a/2], [6/2]) Fors-

Démonstration. Nous considérons le terme général du produit des
deux sommes: Wi M%_, ., , Mb_,.,,. Ce terme apparait comme la borne
supérieure de 17 || X,)14- 54 2 | Xpll— 25+ 2 poUr o, f = 0; inégalité de Holder
majore ce terme par MaIl_,_,;.,. La remarque qui suit permet alors de
conclure: :

. a b a+b
Remarque I1.2. Y Y ¢y;<a ) ¢ sig=0.
i=t1j=1 1=2

Démonstration du théoréme IL.2. Nous modifions la majoration
de T, pour i dans E,, dans la démonstration du théoréme II.1:

T<|EXyy... Xy, IEXy ... X, _ |+20M0 X0 .. X Nl Xy - Xi_laiq-n-

Le terme de droite est majoré a laide de linégalité de Holder par
2¢}/2 Mj. Nous terminons la démonstration a laide du lemme IL1.
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2. Variables fortement mélangeantes.
Définition I1.2 [17]. Soit (X,),.v une suite de v.a., la suite (X,),.v est
dite fortement mélangeantes de coefficient de mélange a lorsque

o = sup {|P(4 A B)— P(4) P(B)/Ae M3, Be My, n >0} — 0,

ou i =0(X;....,X) pour 0<i<j<
- Proposition I1.2 [17]. Si Y et Z sont des v.a. respectivement My et
ME,, measurables, alors, lorsque 1< p, q,r< oo vérifient p~*+q 1 +r*
=1,
IEYZ—-EYEZ| < 12||Y||pii2[|q ol

Afin d’obtenir des majorations du méme type que celles du paragraphe
1, nous utilisons la démonstration par récurrence des théorémes 1 et 2 de
[17]. Pour cela nous modifions simplement la majoration de la formule (4.6)
en utilisant le lemme suvivant, analogue au lemme II.1:

LemMe I1.2. Posons
M, = SUP{”Xn“Ha/"EN} et Uyn)= LML s

Nous avons U, U, a(b A Uys..

Notation. A4,(b) = Z (i+1)%ab.

i=0

Tutorime I13. Soit (X,) une suite de v.a. fortement mélangeantes

vérifiant:
@ Vnz0|X, <1ps;

(i) 36€]0, 1[, Vne N:(E|X |21 < M;
(iii) dgeN, g = 2tel que A;_,(0) < co.

[4/2]
Alors |ESY < k(g, o, 8) Z n' M, on

i=1

k(q, a, d) .
a1l h|{|q—h
=[12qq! A, ()] v[z Mm([i:l [ 5 ])C”k(h a, ) k(g—h, a, 5)]
h=1

TueorEME 11.4. Soit (X,),v une suite fortement mélangeante centrée et
telle qu'il existe un nombre entier q supérieur ou égal a 2 vérifiant, pour tout
entier h compris entre 2 et q,

| | P
M, =sup {||X,lly+s n 20} <0 et Ay, (h 5) =
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[q/2]
Alors [BSY <K (@,) 3, 1 My 14, o3

k'(q, o)

= [12qq! A, (qf—é)] % Eéi Min ([g:l, [q zh])C" k(h, ®)k'(g—h, oc)}

Démonstrations. Nous modifions les démonstrations des théorémes
.1 et IL.2.
Pour i dans E,,, nous majorons:

T <|EX;,... X, IHEXi,, iq-—1|+Si= S5 < 120(‘3/(‘”‘” M3 (théoréme IL4);
S < 120‘-,,”X:'0--- i,,_1“qjh(1—¢5) ”Xi,, qu”q,‘(q -8 12%,,M

(théoréme I1.3).

3. Constantes et inégalité exponentielle. Nous supposons maintenant que
le mélange utilisé est géométrique, c’est-a-dire qu’il existe des constantes a
> 0et 0<6 <1 vérifiant «, < a0” dans le cas d’un mélange fort ot ¢, < af"
dans le cas @-mélangeant.

Les théorémes II.1 et I1.3 donnent des consiantes notées ¢, qui vérifient
une relation du récurrence de la forme

o
¢ =[g'L]v [Z Caa(h, g=H)cyey—4l,

ou L,<Lglq et L= 12ae**¢/(1~ 0”2) !
|
Le calcul de la fonction générairice de la suite c,/(g!)> montre que
¢, < 17q(29—2)! et donc limc;*Yq < L.
q

L’inégalité précédente s’écrit, pour une suite (X,) de v.a. ¢-mélangeante,
stationnaire d’ordre 2, centrée et bornée par 1. E(X;+...+X)
< gc, (nv)? ot v = EX?, lorsque nv > 1. -

En optimisant cette inégalité par rapport 4 g et en utilisant I'inégalité de
Markov nous obtenons une inégalité de Bernstein plus précise que celle de
Bosq [3]: ‘

P(Xy+ ...+ X,J//nm0 = f) <exp(d— Z\ﬁ/(Me))

pour M >Let n> (n(M)—\—}_—).
v

Le cas d’un mélange fort sobtient en posant v = ||Xoll;;-s)-
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HI. PROCESSUS DE REPARTITION EMPIRIQUE

1. Introduction. La distance de Prohorov de deux lois de processus a
valeurs dans D([0, 17 est évaluée grace a la distance de Prohorov des
répartitions finies et grice i leurs oscillations. La distance de Skohorod, d,
sur D([0,1]%) est décrite par Wichura [16]; espace D ([0, 1]%) muni de la
norme uniforme n’est pas polonais, nous évaluons donc d’abord la distance
de Prohorov des processus pour la distance d. Aprés leur reconstruction une
nouvelle utilisation des oscillations permet 'évaluation de leur distance en
norme uniforme grice 4 leur distance dans lespace de Skohorod. La
méthode qui nous permet d’aboutir & l'oscillation du processus empirique
est une généralisation multidimensionnelle de celle de Billingsley [2]; Toscilla-
tion du processus gaussien est obtenue grice au théoréme de Dudley-Ferni-
que [13].

Notations. Dans cette partie les éléments de N¢ ou R? sont désignés
grace a4 des fléches: i,j,...,8 f...; de plus une expression du type §+jk/n
désignera I'élément de R? de composantes (s; +j; ki/n, ..., Sg+jskafn) lorsque
S=(Sys-ees S ] =01y +.-rja) €t k=(ky, ..., ky). Nous utilisons les normes,
suivantes: [I§ll; = |sy|+ ... +|s;] et |5l = Max{s]; i=1,...,d} pour §=|
(51 ..., S)e R

L’ordre utilisé sur R"‘ est décrit par S< < (s; < t;, i =1, ..., d). De plus,
<o <t,i=1,...,4d;3ie[l, d] 5;; <)

2. Oscillation de la fonction de répartition empirique. L’étude préliminaire
permet de supposer que la loi commune aux variables aléatoires &
(k=1,2,..) admet des marginales uniformes sur [0, 1]. Nous notons

B 1 n
F(ﬂ' =- Z 1(§k<ﬂ;
Rip=1

ainsi X, (f) = /n(F,())—F () pour fe[0, 11°.
Nous étudions le cas d’une suite fortement mélangeante (&), les
modifications concernant le cas @-mélangeant sont indiquées en remarques.

Tutoreme IIL.1. Lorsque le mélange de la suite (&)»1 vérifie
+ w0
Y iy <o
i=0

pour peN, d¢e[0, 1[ vérifiant p(1—0) >d, alors
P(Sup {| X, &)~ X, (@) IF—1l < #*~1} > Kn"*) < Kn™,

oi 0 =[p(1—B(1—-8)—d(1—P)}/2p+1) et K désigne une constante qui ne
dépend que du mélange, de p, d et §.
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Remarques III.1. (i) La constante K est donnée par
K2+l = qu=d 220 Tpk (2p, a, 5)(2—d/(2p+1)_2—u/{2p+ Dy-Cr+b 17,

ot u=p(l—-58) et k(2p, a, 8) désigne la constante donnée par le théoré-
me I1.3. :
(i) Des calculs plus simples donnent un énoncé analogue dans le cas ¢-
mélangeant sous Thypothése p > d, Zi2P"2p}? < w0;0 = (p—d)(1 - B/(2p+1)
et l'expression de K est donnée avec u = p et k(2p, a, §) est remplacé par
K (2p, @) définie au théoréme II.1.

La démonstration se fait en plusieurs étapes; elle est calquée sur [2],
§12, p. 87).

Lemme HIL.1. Nous avons

E(’?;l (97(E) — 95 (&) < k(2p, a, ) __Zpl F— -9,

Démonstration. Le théoréme II.3 conclue en utilisant

i .
E(9:()—9:(&))* < Elgrvs(6)—gras(E))P < Y. Iti—s = [5—11],.
i=1 )
Lemme II1.2. Nous avons '

n

Démonstration. Un raisonnement classique s’écrit

<3Max{

0<i< m’}+3d/ﬁ.

+

1X,6) X, ()] < X, )X, (§+ g)

—

i R B
+ X,,(E]—X,,(s+ ;)’ si s+;€t<s+~——«,

on 1=(1,...,1).
D’autre part la monotonie de F, et F montre que

X, ()—X, (§+ 9‘

< J/n|F.(O-F, (§+ ;i)’ +/n

F()~F§+ %)’




128 P. Doukhan et F. Portal

< nFn(§+L+~l) ( ) (9+M) F(§+1)
n n
N A . 1 g
< |X, (§+ iJL—]'—)—X,, (§+ 1)» F("s’+ '—+—)—F(§+ 1)
n n n
l+1 it i
< o (54— )= X0 + X, ()~ X, 5+ - +2d/\/_

Le résultat suit.
LemMme 1I1.3. En posant

(o] i fe+ D) 0 )
n n

nous avons P (M () = 1) < R |[il|s/(nA?)P, o K est une constante dépendant
seulement de p, d et & avec u=p(1—35)>d,
Démonstration. Soit # dans N4 On découpe le cube

M () = Max{

0<i< rﬁ}

d
U=Nn]lllm]
i=1

selon un point h;de U en 2? cubes repérés par Te {0, 1}4; le sous-cube associé
a [ est noté U(l). On pose aussi:

M(T)=Max{X (s—}-%) X"(§+f.ﬁ) A
A X,,(E-i— fr (_1___1)_(____)) X,,(E'—{- ) lEU(l)}
n n n
D() = X,,(§+ ;il)—x,,(s’) A X, <§+-'§ —-X"(§+% ,
M(1) = Xn(§+ %)—Xn(s*) v Xn<s*+inﬁ+(—1——)75h—_1—)>—xn(§+g).

Si ieU®D, DG) < M@+ M(@). En effet, si

; .
X, (§+ 1)—)(,, <§+ V<M,
n n

X, (§+ i)—x,, @)
n
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et sinon, on a

'Xn(§+@)—X (s+ )f M)+ (§+i)-x,,(§+@+(————1“Z){h‘l)).
n n n "

Le lemme II1.3 se démontre par récurrence sur 7. On remarque que

M(0) = 0. Supposons le résultat démontré_. pour ~n'1” =(my, ...,m_;, m;
—1, Myyq, ..., my); si § =5+Ih/n, alors M) () = M(F)(5") avec 7= Im

+(1~l)(h 1)—Ih
L’hypothése de récurrence appliquée a4 mi' peut s'écrire:

~

- K & :
P(MD > A< 5T L hlm—h)+(1~k)(h— "

Notons ¢ == pk(2p, a, 5)- A
K wn— ) m, _
PM() =4 < HZP(Z m)*27"  si hkm[—ze]+1,k-1,...,d

et h=(hy,..., h).
Le lemme IIL.1. implique

POID > Y < s (zlh.)" (2(1 D=kt Y < L

Ainsi, une optimisation montre que

(M(I)+ M(Z) ) (i m)"((K2 M)l/(2p+1)+cl/(2p+1))2p+1 —A.

i=1

__L'inégalité M () < Max {M (H—M ()} entraine P(M (ﬁi) )< 24, le
choix de K permet de conclure. '
Lemme 14, Soit n>=>m,, ..., my. Alors

P(MaX{X.. (s”+ i)——X,.(E) ;0<i< ﬁi} > ,1)

< K'|lAilif(na%F,  on K’ =27(K+1).

Démonstration. Notant que

(7

Max{X,, (s+ ;)-X,,(E') ;0
on a la majoration

(oo

9 — Prob. Math, Statist. 8

o I i

i< ﬁ} < W)+ ‘(X,.(svr X, @)

X( @)—Xn(ﬁ) >’—'").
n/ 2
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Démonstration du théoréme 1.1, Soit 1 > d/l\/ﬁ. Le lemme 111.2
entraine:

P(Sup{ ;E'SFSE'—F’:}%M)

, Kl M), Y
SP(M&X{ ;OSIQm}Q/l)SP;[np_d P R

Procédant comme dans [2], nous obtenons, en posant m; = [r*], i
=1,...,4d: '

Xn(g)”“Xn(i}

i
X, (§+ ;)“Xn(g)

. . _ K’ —n
P (Sup {IX,(5) = X, (@f; I§—1l < 1} > 18) < 75on™ P00,
Le résultat suit du bon choix de A

3. Oscillation du processus gaussiem. L’oscillation du processus gaussien
Y (t), calculée directement dans [8], est ¢valuée ici gridce au théoréme de
Dudley-Fernigue (cf. [13], théoréme 3.1, p. 25). Nous avons besoin ici d’une
évaluation de cette oscillation d'un ordre analogue & celle donnée au
théoréme TI1.1 pour le processus de répartition empirique, ¢'est pourquoi
nous énongons le

Turoreme II1.2. Le processus gaussien Y({1) défini plus haut vérifie
P(Sup {Y())— YG); -5l <8} > u(®) <u(d), oi u(d) = c57° log(1/3)"",
et ¢ designe une constante dépendant du processus.

4., Démonstration du principe d’invariance. Les paragraphes 2 et 3 nous
donnent des valeurs de loscillation du processus de répartition empirique
X,(2) et du processus gaussien accompagnant Y (z) dans le cas de variables
aléatoires formant une suite fortement mélangeante (resp. ¢-mélangeante).
Dans la méthode exposée au § I, il nous manque 4 énoncer des résultats
donnant la vitesse de convergence des répartitions k-dimensionnelles de X, ()
vers Y (t) en fonction de k. Un résultat de ce type est donné dans [8] (Th. 3),
il est amélioré dans [7] et s’énonce comme suit {nous notons 1ci v, (resp. v} la
loi de la variable (X,(); e T), ou le cardinal de T vaut k(n) (resp. celle de
(Y (), te T):

TutoremE III.3 [7]. Pour toute partie T de [0, 1]? de cardinal k(n), la
distance de Prohorov gy {(v,, v) sévalue, ‘ A

(a) Dans le cas fortement mélangeant, si Tn*al < oo, sup {adn’k(n)} < oo

n

pour un 60, 1[ et un be]0, i, avec v =2(1/b—1),
011 (Vas V) < CEB () n®~ D112 (log'? k () + log '/ n).
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172 3/4)(1/b—

(b) Dans le cas @-mélangeant, si Xn? 2 < co et sup {p,nt “} < o0

pour un be]0, [, alors
01 (Vs V) < CE* (m) n®~ W12 (10g1/2 k () + log/? n).

(c) Dans le cas @-mélangeant géométrique (C’est-a-dire: Ju, v > 0,v<1
tels que ¢, < uv") nous obtenons

014 (U, ¥) < CE*® () n™ ' 2 log!*2 (n) (log /2 n+log*/? k (n)).

La constante C ne dépend que du mélange utilisé, en particulier elle est
indépendante de 'ensemble T de cardinal k(n) utilisé.

Remarque IIL2. Une méthode analogue est utilisée par Deh}ing' 5]

La méthode donnée au préliminaire et les théorémes IIL.1, IIL.2 et
1113 donnent g;(Px,, Py) < Cn™"(logn)'/? = 4,, oii y est donné dans le théo-
réme 1.

Le lemme de Dudley [9] montre que 'on peut reconstruire des versions
du processus Y sur (Q, &/, P) vérifiant P(d (X, V)= /1,,) < 4,. De plus, si
x, ye D([0, 17%:

d(x, y)</1:>supbc(t) vy < A+w(d).

Ainsi le théoréme III.1, qui montre que P(w,{n (4) = 4,) < 4, entraine la
conclusion du théoréme 1 dans les cas (a) et (b). Le cas (¢) découle d’un
passage 4 la limite avec p = p(n) = [logn/loglogn] en utilisant Pexpression
des constantes qui interviennent et leur évaluation du § IL3.
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